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ORBITES UNIPOTENTES ET POˆLES D’ORDRE
MAXIMAL DE LA FONCTION µ DE HARISH-CHANDRA
Volker Heiermann
Abstract. In a previous work, we have shown that a representation of a p-adic
group obtained by (normalized) parabolic induction from an irreducible supercusp-
idal representation σ of a Levi subgroup M contains a subquotient which is square
integrable, if and only if Harish-Chandra’s µ-function has a pole in σ of order equal
to the parabolic rank of M . The aim of the present article is to interpret this result
in terms of Langlands’ functoriality principle.
RE´SUME´: Dans un travail ante´rieur, nous avions montre´ que l’induite parabolique
(normalise´e) d’une repre´sentation irre´ductible cuspidale σ d’un sous-groupe de Levi
M d’un groupe p-adique contient un sous-quotient de carre´ inte´grable, si et seulement
si la fonction µ de Harish-Chandra a un poˆle en σ d’ordre e´gal au rang parabolique
de M . L’objet de cet article est d’interpre´ter ce re´sultat en termes de fonctorialite´
de Langlands.
Soit G le groupe des points rationnels d’un groupe re´ductif connexe de´fini sur
un corps local non archime´dien F . Soit P un sous-groupe parabolique de G et M
un facteur de Levi de P . Notons iGP le foncteur d’induction parabolique normalise´e.
Soit σ une repre´sentation irre´ductible cuspidale de M . Dans [H2], nous avons
montre´ que la repre´sentation iGPσ contient un sous-quotient de carre´ inte´grable, si
et seulement si σ est un poˆle d’ordre rgss(G)− rgss(M) de la fonction µ de Harish-
Chandra (ou` rgss de´signe le rang semi-simple de´ploye´), et que la restriction de σ
sur le centre de G est un caracte`re unitaire. Le but de cet article est de traduire ce
re´sultat en termes de fonctorialite´ de Langlands.
Plus pre´cise´ment, supposons que l’on dispose d’une correspondance de Langlands
pour les repre´sentations cuspidales des sous-groupes de Levi deG, ve´rifiant certaines
proprie´te´s supple´mentaires: notons WF le groupe de Weil de F et
LH le L-groupe
d’un sous-groupe re´ductif H de G. On suppose donc en particulier que l’on sache
associer a` toute repre´sentation cuspidale d’un sous-groupe de Levi M de G un
homomorphisme admissible WF × SL2(C) →
LM . Cet homomorphisme doit par
ailleurs eˆtre discret, ce qui signifie entre autres que son image n’est pas contenue
dans un sous-groupe de Levi propre de LM . Cet homomorphisme sera alors appele´
le parame`tre de Langlands de σ. (Le lecteur trouvera plus de pre´cisions en 1.5.)
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Si la restriction a` SL2(C) du parame`tre de Langlands de σ est triviale, nous
supposons de plus la proprie´te´ suivante: soit Mα un sous-groupe de Levi de G qui
contient M et qui est minimal pour cette proprie´te´. Notons Mderα le groupe de´rive´
de Mα. Soit χ un caracte`re non ramifie´ de M . Supposons que la restriction de χ
a` M ∩Mderα ne soit pas un caracte`re unitaire, alors que celle au centre de Mα le
soit. Si la repre´sentation induite iMαP∩Mα(σ⊗χ) est re´ductible, alors il est bien connu
que cette repre´sentation posse`de un unique sous-quotient de carre´ inte´grable. On
de´duit du parame`tre de Langlands pour σ naturellement un parame`tre de Langlands
pour ce sous-quotient. Notre hypothe`se supple´mentaire exige que ce parame`tre de
Langlands soit discret.
Si la restriction a` SL2(C) du parame`tre de Langlands de σ n’est pas triviale,
la situation est plus complique´e. Nous avons en quelque sorte besoin que σ et son
parame`tre de Langlands ne se comportent pas seulement comme une repre´sentation
cuspidale, mais e´galement comme une repre´sentation de carre´ inte´grable induite par
une repre´sentation cuspidale σ0 dont le parame`tre de Langlands est la restriction a`
WF du parame`tre de Langlands de σ et que σ0 ve´rifie l’hypothe`se ci-dessus.
En fait, on va de´duire cette dernie`re hypothe`se d’une proprie´te´ (conjecturale) de
la correspondance de Langlands. En effet, dans la situation ci-dessus, il est suppose´
qu’il existe une forme inte´rieure G′ de G telle que l’on puisse associer a` σ par la
fonctorialite´ de Langlands (le L-paquet d’) une repre´sentation de carre´ inte´grable
non cuspidale σ′ d’un certain sous-groupe de Levi de G′. Il est alors attendu
que σ′ soit le sous-quotient d’une repre´sentation induite par une repre´sentation
cuspidale σ′0 dont le parame`tre de Langlands est la restriction a` WF du parame`tre
de Langlands de σ et que σ′0 ve´rifie l’hypothe`se ci-dessus. Nous renvoyons le lecteur
a` 4 et 5.1 pour plus de pre´cisions.
Inversement, nous e´mettons une hypothe`se, quand le L-paquet associe´ a` un ho-
momorphisme admissible discret devrait eˆtre forme´ de repre´sentations cuspidales
qui sera justifie´e poste´rieurement.
Ces hypothe`ses faites, nous associons a` une repre´sentation de carre´ inte´grable π
de G un homomorphisme admissible discret ψpi : WF × SL2(C) →
LG qui est, a`
e´quivalence pre`s, uniquement de´termine´ par π. Nous montrons que l’on obtient ainsi
tous les homomorphismes admissibles qui sont discrets. A l’aide de la classification
de Langlands, nous en de´duisons un proce´de´ qui associe a` chaque homomorphisme
admissible WF × SL2(C) →
LG (le L-paquet d’) une repre´sentation irre´ductible
lisse de G, ainsi qu’un proce´de´ inverse.
Ce travail est donc une sorte de ge´ne´ralisation a` un groupe re´ductif p-adique
quelconque d’une portion des re´sultats classiques de Bernstein-Zelevinsky [R] pour
GLn. Nous espe´rons en conse´quence que les re´sultats e´nonce´s ici seront utiles dans
ce sens dans l’avenir.
Remarquons toutefois que nous n’obtenons aucune information sur les caracte`res
non ramifie´s χ de M , tels que l’induite parabolique de σ ⊗ χ soit re´ductible.
Dans les cas ou` cette information est disponible, en particulier si G est quasi-
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de´sploye´ et la repre´sentation σ est ge´ne´rique [S], il est pensable qu’une partie des
hypothe`ses e´mises ici peut eˆtre ve´rifie´e. Certains re´sultats e´nonce´s seraient alors
des the´ore`mes inconditionne´s dans ces cas. Mais cela n’est pas encore e´crit. Dans
les cas des repre´sentations lisses irre´ductibles ge´ne´riques des groupes classiques
de´ploye´s, on dispose toutefois des re´sultats de fonctorialite´ [CKPS] qui, ensem-
ble avec la correspondance de Langlands pour GLn [HT], permettent d’associer a`
toute repre´sentation lisse irre´ductible ge´ne´rique d’un tel groupe un parame`tre de
Langlands, l’image de cette correspondance n’e´tant connue dans le cas local pour
l’instant que si G = SO2n+1(F ) [JS].
Le plan de l’article est le suivant: au paragraphe 0, nous introduisons nos notions
de base et rappelons le re´sultat principal de [H2]. Au paragraphe 1, nous revoyons
la notion de L-groupe, ses proprie´te´s ainsi que les notions d’homomorphisme admis-
sible et de parame`tre de Langlands. Le paragraphe 2 est consacre´ a` la the´orie des
SL2-triplets. Au paragraphe 3, on re´sume la the´orie des orbites unipotentes d’un
groupe re´ductif connexe complexe, on rappelle la notion de L2-paire de G. Lusztig,
on introduit la notion d’e´le´ment semi-simple q-distingue´ et on prouve finalement
que tout e´le´ment semi-simple q-distingue´ peut eˆtre comple´te´ en une L2-paire. Au
paragraphe 4 nous e´nonc¸ons les hypothe`ses qui sont ne´cessaires pour associer a`
un homomorphisme admissible discret une repre´sentation de carre´ inte´grable, et
nous donnons quelques proprie´te´s des homomorphismes admissibles. Les re´sultats
principaux de l’article se trouvent alors dans le paragraphe 5.
L’auteur a se´journe´ durant des e´tapes pre´liminaires a` ce travail a` l’Institut for Ad-
vanced Study a` Princeton (cofinance´ par une bourse Feodor-Lynen de la fondation
Humboldt et la bourse DMS 97-29992 de la NSF) et a` l’IHE´S a` Bures-sur-Yvette.
Il remercie particulie`rement G. Lusztig, G. Prasad et F. Shahidi pour des dis-
cussions sur diffe´rents aspects de l’article, l’Universite´ Purdue pour son hospitalite´
lors de l’aboutissement de ce travail et A.-M. Aubert pour quelques remarques
supple´mentaires.
0. Notations et pre´liminaires: Une bonne partie des notations et conventions
introduites ci-dessous devrait eˆtre standard.
0.1 L’ensemble des caracte`res rationnels d’un groupe alge´brique H sera note´
X∗(H) et celui des cocaracte`res X∗(H). On e´crira H◦ pour la composante neutre,
C(H) pour le centre de H et CH(h) pour le centralisateur d’un e´le´ment h de
H . Si on parle du centralisateur d’un sous-groupe H1 de H , on entendra par la`
l’intersection des CH(h), h parcourant H1.
Si H est un groupe re´ductif et T un tore maximal de H , Σ(T ) de´signera l’ensem-
ble des racines de T dans l’alge`bre de Lie de H . On notera Ad l’action adjointe de
T sur l’alge`bre de Lie de H .
Le tore maximal dans le centre de H sera note´ TH .
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0.2 Soit G un groupe alge´brique complexe et s un e´le´ment semi-simple de G.
Fixons un sous-groupe diagonalisable minimal D de G qui contient s. Notons Dc
(resp. Dv) le sous-groupe de D forme´ des e´le´ments g de D tels que, pour tout
caracte`re alge´brique χ : D → C, |χ(g)| = 1 (resp. χ(g) ∈ R>0). Alors D est
canoniquement isomorphe au produit direct de Dv et Dc. Notons sc (resp. sv) la
projection de s sur Dc (resp. Dv). On appellera sc la partie compacte et sv la
partie hyperbolique de G. Remarquons que la de´composition polaire s = scsv est
invariante par homomorphisme de groupes alge´briques.
0.3 Dans tout ce travail F de´signera un corps local non archime´dien, q le cardinal
de son corps re´siduel, |.|F sa valeur absolue normalise´e, vF la valuation discre`te
associe´e et WF son groupe de Weil. On fixera un Frobe´nius ge´ome´trique Fr dans
WF . En identifiant l’abe´lianise´ de WF avec le groupe multiplicatif de F par la
the´orie du corps de classes (normalise´e de sorte que les uniformisantes correspondent
aux automorphismes de Frobe´nius ge´ome´triques), on de´finit vF (γ) pour un e´le´ment
γ de WF . En particulier, vF (Fr) = 1.
0.4 Le symbole G de´signera le groupe des points rationnels d’un groupe re´ductif
connexe G de´fini sur F . On se fixe un tore F -de´ploye´ maximal A0 dans G et un tore
maximal T de G de´fini sur F qui contient A0. Fixons e´galement un sous-groupe
parabolique minimal P0 de G de´fini sur F et contenant T . On notera M0 l’unique
facteur de Levi de P0 de´fini sur F et qui contient A0.
0.5 On appellera sous-groupe parabolique semi-standard de G tout groupe qui
est le nombre des points rationnels d’un sous-groupe parabolique de G de´fini sur
F et qui contient A0. S’il contient en outre P0, on l’appellera un sous-groupe
parabolique standard. Dans les deux cas, il existe un unique facteur de Levi de´fini
sur F qui contient A0. En e´crivant ”P = MU est un sous-groupe parabolique
(semi-)standard de G”, on sous-entend que U est le radical unipotent de P et que
M contient M0. Un tel sous-groupe M de G sera plus simplement appele´ sous-
groupe de Levi (semi-) standard.
0.6 Si M est un sous-groupe de Levi semi-standard de G, on notera AM le tore
de´ploye´ maximal dans le centre deM et Σ(AM ) l’ensemble des racines pour l’action
de AM dans l’alge`bre de Lie de M . On pose a
∗
M = X
∗(AM ) ⊗Z R, et on note aM
l’espace dual. SiM ′ est un sous-groupe de Levi semi-standard de G qui contientM ,
on note aM
′∗
M le sous-espace de a
∗
M , annule´ par aM ′ . On a donc une de´composition
a∗M = a
∗
M ′ ⊕ a
M ′∗
M . On notera λ = λM ′ + λ
M ′
M la de´composition d’un e´le´ment λ de
a∗M selon cette de´composition.
Le choix d’un sous-groupe parabolique semi-standard P de G dont M est un
facteur de Levi est e´quivalent au choix d’un certain ordre >P sur a
∗
M . On notera
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Σ(P ) l’ensemble des racines dans Σ(AM ) qui sont positives pour P . Rappelons que
l’on a une bijection α 7→Mα entre l’ensemble des racines re´duites dans Σ(P ) et celui
des sous-groupes de Levi semi-standard minimaux contenant M . (Le sous-groupe
de Levi Mα est le centralisateur de (kerα)
◦.)
On a un proce´de´ qui associe a` un e´le´ment λ du complexifie´ a∗M,C de a
∗
M un
certain (quasi-)caracte`re χλ de M . Si α est un caracte`re F -rationnel de M , et si
λ est un nombre complexe, alors χλα(m) := |α(m)|
λ
F . Un tel caracte`re de M sera
appele´ caracte`re non ramifie´, et le groupe forme´ de ces caracte`res note´ Xnr(M).
Ce groupe a la structure d’une varie´te´ alge´brique complexe.
0.7 Fixons un sous-groupe parabolique semi-standard P =MU de G. Le groupe
X
nr(M) agit sur l’ensemble des (classes d’e´quivalence) de repre´sentations cuspidales
de M . Une orbite O pour cette action est une varie´te´ alge´brique complexe. Sur O,
on a donc une notion de fonction rationnelle. La fonction µ de Harish-Chandra est
une certaine fonction rationnelle µ = µG de´finie sur une telle orbite O qui apparaˆıt
naturellement dans la formule de Plancherel d’un groupe p-adique [W].
SiM est un sous-groupe de Levi maximal de G et σ une repre´sentation cuspidale
unitaire de M , alors la fonction µ ne de´pend que d’une seule variable complexe que
l’on peut identifier avec σ ⊗ χλ, λ ∈ a
G∗
M,C. On sait que σ ⊗ χλ, λ ∈ a
G∗
M , ne peut
eˆtre qu’un poˆle de µ, si µ(σ) = 0. Inversement, si µ(σ) = 0, il existe un unique
λ ∈ aG∗M , au signe pre`s, tel que µ soit singulier en σ ⊗ χλ. Ces poˆles sont d’ordre
1, alors que les ze´ros sont d’ordre 2. Pour que la repre´sentation induite iGP (σ ⊗χλ)
soit re´ductible avec λ non nul dans aG∗M , il faut et il suffit que σ⊗χλ soit un poˆle de
µ. On trouvera ces re´sultats dus a` Harish-Chandra et en partie a` A. Silberger dans
[Si0] et [Si1] (comparer e´galement la remarque [H2, 4.1] relative a` la simplicite´ des
poˆles de la fonction µ).
Si M n’est plus un sous-groupe de Levi maximal de G, on a une formule du
produit µ =
∏
α µ
Mα , α parcourant les racines re´duites dans Σ(P ). Ces facteurs
ne de´pendent que d’une seule variable complexe, M e´tant un sous-groupe de Levi
maximal de Mα. L’ordre du poˆle de µ en un point σ ⊗ χ de O est alors (par
de´finition si on veut) e´gal a` la somme des poˆles des diffe´rents facteurs dans la
formule du produit. On le note ordσ⊗χ µ. Si ce nombre est ne´gatif, on parlera d’un
ze´ro.
Rappelons que le rang parabolique de M est de´fini par rgss(G) − rgss(M) et
signalons le the´ore`me suivant qui est le re´sultat principal de [H2]:
The´ore`me: Soit P =MU un sous-groupe parabolique de G et σ une repre´senta-
tion irre´ductible cuspidale de M . Pour que la repre´sentation induite iGPσ posse`de un
sous-quotient de carre´ inte´grable, il faut et il suffit que σ soit un poˆle de la fonction
µ de Harish-Chandra d’ordre e´gal au rang parabolique de M et que la restriction de
σ a` AG soit un caracte`re unitaire.
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1. On va re´sumer ci-dessous quelques proprie´te´s du L-groupe, et on e´noncera
les conjectures locales de Langlands. Le lecteur trouvera plus des de´tails dans [B].
Seule la section 1.4 n’est peut-eˆtre pas recouverte par la litte´rature.
1.1 Soit B un sous-groupe de Borel de G contenu dans P0 et dont T est un
sous-groupe de Levi. Notons X∗ = X∗(T ) le groupe des caracte`res rationnels de T
et X∗ = X∗(T ) celui des cocaracte`res. Au choix de B correspond une base ∆ de
Σ(T ). Notons Φ(G) = (X∗,∆, X∗,∆∨) la donne´e radicielle basique associe´e a` B
et T , et Φ∨(G) = (X∗,∆∨, X∗,∆) la donne´e radicielle basique duale. Il existe - a`
isomorphisme pre`s - un unique triplet (Ĝ, B̂, T̂ ) forme´ d’un groupe re´ductif connexe
complexe Ĝ, d’un sous-groupe de Borel B̂ de Ĝ et d’un tore maximal T̂ de B̂ de
donne´e radicielle basique Φ∨(G).
1.2 Fixons une cloˆture se´parable F sep de F . Si γ est un e´le´ment de Γ =
Gal(F sep/F ), alors il existe g ∈ G(F sep), tel que gγTg−1 = T et que gγBg−1 = B.
L’e´le´ment g est de´termine´ a` un multiple par un e´le´ment de T (F sep) pre`s. On en
de´duit un automorphisme νG : Γ → Aut(Φ
∨(G)). Remarquons que, si G′ est un
autre groupe re´ductif connexe de´fini sur F , alors νG = νG′ , si et seulement si G
′
est une forme inte´rieure de G.
Comme Aut(Φ(G)) = Aut(Φ∨(G)), on de´duit de tout monomorphisme Aut(Φ∨
(G))→ Aut(Ĝ, B̂, T̂ ) une action νG de Γ sur Ĝ que l’on notera g 7→
γg. Cette action
se factorise par le groupe de Galois de l’extension galoisienne minimale K/F sur
laquelle G se de´ploie. Cette extension est de degre´ fini. On de´finit alors LG comme
e´tant le produit semi-direct Ĝ ⋊ Gal(K/F ) de´duit de cette action de Gal(K/F ),
i.e., pour tout g ∈ Ĝ et tout γ ∈ Gal(K/F ), on a γg = γgγ. Cette de´finition
de´pend du choix du monomorphisme Aut(Φ∨(G)) → Aut(Ĝ, B̂, T̂ ). Si on change
ce monomorphisme, on ne change νG toutefois que par un automorphisme inte´rieur
Int(t), t ∈ T . Le groupe LG est donc de´termine´ a` isomorphisme inte´rieur pre`s.
C’est un groupe re´ductif complexe, qui est connexe si et seulement si G est de´ploye´.
1.3 Un sous-groupe parabolique de LG est un sous-groupe ferme´ de G qui est
e´gal au normalisateur d’un sous-groupe parabolique P̂ de Ĝ et dont la projection
sur le deuxie`me facteur est Gal(K/F ). On dit qu’il est standard, s’il contient
LB := B̂ ⋊ Gal(K/F ). Il est alors de la forme P̂ ⋊ Gal(K/F ) avec P̂ ⊇ B̂ (en
particulier P̂ posse`de un sous-groupe de Levi M̂ ⊇ T̂ ).
Tout sous-groupe parabolique de LG est conjugue´ a` un unique sous-groupe
parabolique standard. Ainsi les classes de conjugaison des sous-groupes parabo-
liques de LG sont en bijection avec les classes de conjugaison des sous-groupes
paraboliques de G stables pour l’action par Gal(K/F ).
On obtient une injection de l’ensemble des sous-groupes paraboliques standard de
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G dans l’ensemble des sous-groupes paraboliques standard de LG, en associant a` un
sous-groupe parabolique standard P de G le sous-groupe parabolique P̂⋊Gal(K/F )
de LG. On notera LP l’image de P .
Cette injection est bijective si et seulement si G est quasi-de´ploye´. Un sous-
groupe parabolique de LG est dit admissible, s’il est conjugue´ a` un sous-groupe
parabolique de la forme LP avec P un sous-groupe parabolique standard de G. On
fait une de´finition analogue pour un sous-groupe de Levi de LG.
1.4 Remarqons que le tore maximal TG dans le centre C(G) de G est de´fini sur
T . Son groupe des points F -rationnel est donc e´gal a` TG. Comme le quotient de
G par son groupe de´rive´ est isomorphe au quotient de C(G) par un sous-groupe
fini, on a un morphisme surjectif de groupes alge´briques G −→ TG. Des proprie´te´s
de fonctorialite´ des L-groupes [B, 2.5], on de´duit une inclusion LTG →֒
LG, ou`
LTG = TĜ⋊Gal(K/F ). La composante neutre du centre de
LG est donc e´gale a` la
composante neutre du groupe des points fixes de TĜ pour l’action de Gal(K/F ). Sa
donne´e de racines basique est (X∗(TG)Gal(K/F ), {1}, X∗(TG)Gal(K/F ), {1}). C’est le
L-groupe du tore F -de´ploye´ maximal AG dans le centre de G. En particulier, AG
et C( LG)◦ ont meˆme rang.
Plus ge´ne´ralement, on en de´duit que, si LM est un sous-groupe de Levi semi-
standard de LG (i.e. LM contient LT ), la composante neutre du centre de LM
correspond a` un certain sous-tore de A0 dont le centralisateur est un sous-groupe
de Levi semi-standard M de G. Ainsi, on obtient une bijection entre les sous-
groupes de Levi semi-standard de LG et de G. En particulier, si M est un tel
sous-groupe de Levi de G et α ∈ Σ(AM ), alors
LMα est le centralisateur de la
composante neutre du noyau de la racine α∨ de T̂ (remarquons que la coracine α∨
de AM a e´te´ de´finie dans [H2, 1.2]). On a
LMα = M̂α ⋊Gal(K/F ).
En particulier, l’ensemble des racines Σ(AM ) s’identifie a` un ensemble de cora-
cines pour TLM .
Nous de´finissons le rang semi-simple de´ploye´ rgss(
LM) d’un sous-groupe de Levi
semi-standard LM de LG par rgss(
LM) = rg(TLT ) − rg(TLM ). On appellera la
diffe´rence rgss(
LG)− rgss(
LM) le rang parabolique de LM . Le re´sultat suivant est
une conse´quence imme´diate des remarques ci-dessus:
Proposition: Pour tout sous-groupe de Levi semi-standard M de G, LM et M
ont meˆme rang parabolique.
1.5 Un morphisme de groupes ψ :WF × SL2(C)→
LG est dit admissible, si
(i) la composition de ψ avec la projection de LG sur Gal(K/F ) est e´gale a` la
projection WF → Gal(K/F );
(ii) la restriction de ψ a` WF est un morphisme de groupes continu;
(iii) la restriction de ψ a` SL2(C) est un morphisme de groupes alge´briques;
(iv) pour tout γ ∈WF , ψ(γ, 1) est un e´le´ment semi-simple de
LG;
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(v) si ψ se factorise par un sous-groupe de Levi de LG, alors celui-ci est admis-
sible.
Un morphisme admissible ψ :WF × SL2(C)→
LG est dit discret, si ψ(WF ) est
relativement compact et si l’image de ψ n’est contenue dans aucun sous-groupe de
Levi propre de LG. Deux morphismes admissibles ψ1, ψ2 : WF × SL2(C) →
LG
sont dits e´quivalents, s’il existe g ∈ Ĝ avec Int(g) ◦ ψ1 = ψ2, ou` Int(g) de´signe
l’automorphisme inte´rieur de Ĝ associe´ a` g.
L’homomorphisme admissible ψ est dit non ramifie´, si sa restriction au sous-
groupe d’inertie de WF est trivial.
1.6 Conjecture (Conjecture locale de Langlands) Les (classes d’e´quivalence de)
repre´sentations irre´ductibles lisses de G sont en bijection avec les classes d’e´quiva-
lence de couples (ψ, φ) forme´s d’un homomorphisme admissible ψ : WF ×SL2(C)→
LG et d’une repre´sentation irre´ductible φ du groupe fini Sψ := CLG (im(ψ)) /CLG
(im(ψ))◦, les repre´sentations de carre´ inte´grable de G correspondant aux couples
(ψ, φ) avec ψ discret.
Remarque: Ces conjectures ne sont connues en toute ge´ne´ralite´ que pour le
groupe GLn graˆce aux travaux de M. Harris et R. Taylor [HT] (qui e´tablissent la cor-
respondance pour les repre´sentations cuspidales, le prolongement a` l’ensemble (des
classes d’e´quivalence) des repre´sentations irre´ductibles lisses re´sultant de travaux
pre´liminaires de J. Bernstein et A. Zelevinski [R]). Dans le cas ou` G est simple
de´ploye´ de type adjoint, les repre´sentations irre´ductibles lisses correspondant a` des
couples (ψ, φ) avec ψ non ramifie´ ont e´te´ de´termine´es par G. Lusztig [L2].
Par ailleurs, comme de´ja` signale´ dans l’introduction, la correspondance de Lang-
lands pour les repre´sentations irre´ductibles lisses ge´ne´riques des groupes classiques
de´ploye´s est une conse´quence des re´sultats de fonctorialite´ dus a` J.W. Cogdell,
H.H. Kim, I.I. Piatetski-Shapiro et F. Shahidi [CKPS], joints a` la correspondance
de Langlands pour GLn, l’image de cette correspondance n’e´tant toutefois connue
pour l’instant que si G = SO2n+1(F ) [JS].
1.7 De´finition: Soit π une repre´sentation irre´ductible lisse de G. Si π correspond
au couple (ψ, φ) par les conjectures locales de Langlands, alors on appellera ψ le
parame`tre de Langlands de π. Deux repre´sentations irre´ductibles lisses de G sont
dans le meˆme L-paquet si et seulement s’ils ont meˆme parame`tre de Langlands.
1.8 Dans le cas des tores, la correspondance conjecture´e en 1.6, a e´te´ prouve´e
par Langlands dans [L]. Si G est un tore de´ploye´, G = (F×)d, elle associe au
caracte`re non ramifie´ χ : G → C, (x1, · · · , xd) 7→ |x1|
λ1
F · · · |xd|
λd
F , λ1, · · · , λd ∈
C, l’homomorphisme non ramifie´ WF →
LG = (C×)d qui envoie Fr sur s :=
(qλ1 , . . . , qλd). On dira que s correspond a` χ (ou a` λ, si χ = χλ pour un λ ∈ a
∗
G,C)
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par la correspondance de Langlands pour les tores, et vice-versa. Si λ est re´el (i.e.
λ ∈ a∗G), alors la partie compacte dans la de´composition polaire de s (cf. 0.2) est
triviale.
D’autre part, si M est un sous-groupe de Levi semi-standard d’un groupe p-
adique et si α est une racine relative a` AM , alors le caracte`re non ramifie´ χα de M
correspond a` l’e´le´ment semi-simple α(q) de TLM (ou` on conside`re α comme coracine
relative a` TLM (cf. 1.4)).
2. Dans cette section, on se fixe un groupe alge´brique connexe complexe semi-
simple G d’alge`bre de Lie g. Les re´sultats re´sume´s dans 2.1-2.3 sont bien connus,
et on renvoie le lecteur a` [Ca] pour plus de pre´cisions.
2.1 The´ore`me: (Jacobson-Morozow) Soit N un e´le´ment nilpotent non nul de g.
Alors il existe un morphisme d’alge`bres de Lie φ : sl2 → g ve´rifiant φ(
(
0 1
0 0
)
) =
N .
2.2 De´finition: Un triplet {H,N,N} dans g tel qu’il existe un morphisme
d’alge`bres de Lie φ : sl2 → g ve´rifiant φ(
(
0 1
0 0
)
) = N , φ(
(
1 0
0 −1
)
) = H et
φ(
(
1 0
1 1
)
) = N est appele´ un sl2-triplet.
2.3 Proposition: Une condition ne´cessaire et suffisante pour que {H,N,N}
soit un sl2-triplet dans g, est que ses e´le´ments ve´rifient les relations [H,N ] = 2N ,
[H,N ] = −2N et [N,N ] = H.
Deux sl2-triplet sont e´gaux, s’ils ont deux e´le´ments en commun.
En utilisant l’application exponentielle, on de´duit alors de 2.1 et 2.3 le corollaire
suivant:
2.4 Corollaire: Soit s un e´le´ment semi-simple et u = exp(N) un e´le´ment
unipotent de G. Supposons que H = 2log q log s et N = log u font partie d’un sl2-
triplet dans l’alge`bre de Lie de G.
Alors il existe un unique morphisme de groupes alge´briques SL2(C) → G qui
envoie
(
q1/2 0
0 q−1/2
)
sur s et
(
1 1
0 1
)
sur exp(N). Son image est un groupe
re´ductif semi-simple de rang 1 et l’image de
(
1 0
1 1
)
est e´gale au conjugue´ de
exp(N) par l’unique e´le´ment du groupe de Weyl de ce groupe.
2.5 Une condition ne´cessaire pour que les hypothe`ses du corollaire 2.4 soient
ve´rifie´es relativement a` un e´le´ment semi-simple s et un e´le´ment unipotent u de G
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est e´videmment sus−1 = uq. Mais, cette condition n’est pas suffisante. Cependant,
le re´sultat suivant vaut:
Proposition: Soient s un e´le´ment semi-simple et u un e´le´ment unipotent de
G tels que sus−1 = uq. Alors il existe un e´le´ment semi-simple s1 dans G et un
morphisme de groupes alge´briques φ : SL2(C)→ G ve´rifiant
φ(
(
q1/2 0
0 q−1/2
)
) = s1 et φ(
(
1 1
0 1
)
) = u,
tels que ss−11 commute aux e´le´ments dans l’image de φ. En particulier, s et s1
commutent.
Preuve: Ce re´sultat est contenu dans [KL, paragraph 2]. Cependant ces auteurs
font globalement l’hypothe`se que le groupe de´rive´ de G est simplement connexe. On
va reprendre les arguments de [KL] pour montrer que cette hypothe`se n’intervient
pas dans ce re´sultat: choisissons un homomorphisme de groupes alge´briques φ :
SL2(C)→ G ve´rifiant φ(
(
1 1
0 1
)
) = u. Posons α∨(z) =
(
z1/2 0
0 z−1/2
)
,
M(u) = {(g, z) ∈ G × C∗| gug−1 = uz} et
Mφ = {(g, z) ∈ G × C
∗| gφ(h)g−1 = φ(α∨(z)hα∨(z−1)) pour tout h ∈ SL2(C)}.
Comme φ est uniquement de´termine´ a` conjugaison par un e´le´ment de CG(u) pre`s,
on montre comme dans [BV, 2.1] que Mφ est un groupe re´ductif maximal de M(u).
(Ni la preuve dans [BV], ni cette ge´ne´ralisation n’utilisent d’hypothe`se sur le groupe
de´rive´ de G.)
Rappelons que tout groupe alge´brique est le produit semi-direct d’un sous-groupe
re´ductif maximal par son radical unipotent et que deux sous-groupes re´ductifs
maximaux sont conjugue´s par un e´le´ment du radical unipotent. Les sous-groupes
re´ductifs maximaux de M(u) sont donc ne´cessairement de la forme Mφ avec φ
comme ci-dessus. Comme (s, q) est un e´le´ment semi-simple de M(u), il existe
φ : SL2(C) → G ve´rifiant φ(
(
1 1
0 1
)
) = u, tel que (s, q) ∈ Mφ. Posons s1 =
φ(
(
q1/2 0
0 q−1/2
)
). Comme (s1, q) ∈ Mφ, il en re´sulte que (ss
−1
1 , 1) ∈ Mφ. Par
suite, ss−11 commute avec les e´le´ments dans l’image de φ et en particulier avec s1.
✷
2.6 De´finition: Soit s un e´le´ment semi-simple de G et N un e´le´ment nilpotent
de g. On dit que (s,N) est une L2-paire relative a` G, si Ad(s)N = qN , et si tout
tore de G qui centralise simultane´ment s et N est inclus dans le centre de G.
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Remarque: Cette notion est celle introduite par G. Lusztig dans [L1] pour G un
groupe semi-simple, a` la diffe´rence pre`s que Lusztig suppose Ad(s)N = q−1N .
3. Nous continuons a` noter G un groupe re´ductif complex connexe et g son
alge`bre de Lie. Les notions et proprie´te´s donne´es dans 3.1 - 3.4 ci-dessous relatives
aux orbites nilpotentes et unipotentes d’un groupe re´ductif complexe sont bien
connues. Le lecteur pourra consulter par exemple [Ca] pour des preuves de´taille´es.
3.1 De´finition: Un e´le´ment nilpotent N de g est dit distingue´, si et seulement si
exp(N) n’est contenu dans aucun sous-groupe de Levi propre de G.
3.2 Proposition: Supposons G semi-simple de type adjoint. Soit N un e´le´ment
nilpotent non nul dans g et {H,N,N} un sl2-triplet contenant N . Posons gH(λ) =
{Z ∈ g| ad(H)Z = λZ}.
Alors dim gH(0) ≥ dim gH(2). Pour que N soit distingue´ dans G, il faut et il
suffit que dim gH(0) = dim gH(2). On a alors gH(λ) = 0 pour tout entier impair λ.
Remarque: Si la dernie`re proprie´te´ de la proposition est ve´rifie´e, on dit que H
et exp(H) sont pairs.
3.3 Supposons G simple de type adjoint. Fixons un sous-groupe de Borel B = T U
de G et notons ∆1 la base correspondante du syste`me de racines Σ1 = Σ(T ) de
G. Soit J un sous-ensemble de ∆1 et nJ : Σ1 → N de´fini par nJ (
∑
α∈∆1 λαα) =
2
∑
α∈J λα.
Le sous-groupe parabolique PJ de G associe´ a` J est dit distingue´, si et seulement
si
|{β ∈ Σ1|nJ (β) = 2}| = rg(G) + |{β ∈ Σ1|nJ(β) = 0}|.
Proposition: Soit gJ(2) (resp. gJ(0)) la somme directe des sous-espaces de g
de poids α ve´rifiant nJ(α) = 2 (resp. nJ(α) = 0 et de l’alge`bre de Lie de T ).
Alors dim gJ(0) ≥ dim gJ(2).
3.4 The´ore`me: (Bala-Carter) Supposons G simple de type adjoint. Soit P =
MU un sous-groupe parabolique distingue´ de G.
Alors il existe dans l’alge`bre de Lie de U une unique orbite pour l’action de
P qui est dense. Elle est forme´e d’e´le´ments nilpotents distingue´s. L’application
ainsi de´finie induit une bijection entre les classes de conjugaison de sous-groupes
paraboliques distingue´s de G et les classes de conjugaison d’e´le´ments nilpotents dis-
tingue´s dans g.
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3.5 De´finition: Soit s un e´le´ment semi-simple de G. Notons gder l’alge`bre
de Lie du groupe de´rive´ de G. Si λ est une valeur propre de Ad(s)|gder , notons
gs(λ) l’espace propre associe´ a` cette valeur propre. Alors s est dit q-distingue´, si
dim(gs(q)) ≥ dim(gs(1)).
Remarque: Il re´sultera de la preuve du the´ore`me 3.6 (cf. 3.6.2) que l’ine´galite´
ci-dessus est en fait une e´galite´.
3.6 La preuve du the´ore`me suivant e´tait l’objet de [H1]. Comme ce manuscrit
n’a pas e´te´ publie´, nous la reproduisons ci-dessous.
The´ore`me: Soit s un e´le´ment semi-simple de G. Pour que s soit q-distingue´,
il faut et il suffit que s fasse partie d’une L2-paire (s,N) pour G. La composante
nilpotente N est de´termine´e par s a` multiplication par un scalaire non nul pre`s.
Preuve: La preuve re´sultera des propositions 3.6.1-3.6.3 ci-dessous.
Notons svsc la de´composition polaire de s (cf. 0.2).
(3.6.1) Soit s un e´le´ment q-distingue´ de G. Supposons s = sv. Fixons un tore
maximal T de G contenant s et un ensemble ∆1 de racines simples relatives a` T
pour lequel s est positif. Alors toute racine α de ∆1 ve´rifie ou α(s) = 1 ou α(s) = q.
L’ine´galite´ dans 3.5 est en fait une e´galite´. Il existe un e´le´ment nilpotent distingue´
N dans l’alge`bre de Lie de G, tel que Ad(s)N = qN .
Preuve de (3.6.1): Notons B = T U le sous-groupe de Borel de G correspondant a`
∆1. Posons s = s
2pii/ log q. On a s = sc. Le groupe G
′ = CG(sc)◦ est re´ductif connexe
de syste`me de racines Σ′1 = {α ∈ Σ1| α(s) = 1} = {α ∈ Σ1| α(s) ∈ q
Z} relatif a`
T . Un sous-groupe de Borel est donne´ par B′ = B ∩ G′. Notons ∆′1 la base de Σ
′
1
correspondant a` B′. Posons J1 = {α ∈ ∆′1|α(s) = 1} et Jq = {α ∈ ∆
′
1|α(s) = q}.
On montrera d’abord que ∆′1 = J1 ∪ Jq.
SoitM′∆′
1
−(J1∪Jq) le sous-groupe de Le´vi standard de G
′ dont les racines simples
sont les e´le´ments de J1∪Jq. On a s ∈ M
′
∆′
1
−(J1∪Jq) et toute racine positive α ∈ Σ
′
1
qui ve´rifie α(s) = q ou α(s) = 1 est combinaison line´aire d’e´le´ments de J1 ∪ Jq.
Le quotient de M′∆′
1
−(J1∪Jq) par son centre est homomorphe par une bijec-
tion a` un groupe semi-simple de type adjoint M′ad qui lui est produit direct de
groupes simples de type adjoint, M′ad = M′1 × · · · × M
′
r. On a |J1 ∪ Jq| =
rgss(M
′
∆′−(J1∪Jq)) =
∑
i rgss(M
′
i). Notons J1,i (resp. Jq,i) le sous-ensemble de
J1 (resp. Jq), forme´ de racines pour M
′
i, Σ
′
i la composante irre´ductible de Σ
′
correspondant a` M′i et P
′
i,J1,i
le sous-groupe parabolique standard de M′i de Le´vi
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M′i,J1,i . On de´duit de 3.3 que dim gs(q) ≤ dim gs(1), d’ou`
(*)
rgss G ≤ |{α ∈ Σ
+|α(s) = q}| − 2|{α ∈ Σ+|α(s) = 1}|
≤
∑
i
|J1,i ∪ Jq,i| = |J1 ∪ Jq| ≤ rgss G.
On a donc l’e´galite´ partout. En particulier, le syste`me de racines Σ′1 a le meˆme
rang que Σ1, J0 ∪ J1 = ∆
′
1, et l’ine´galite´ (*) (et par suite l’ine´galite´ dans 3.5) est
en fait une e´galite´.
Ceci prouve que le parabolique P ′J1 est distingue´ dans G. Par le the´ore`me de
Bala-Carter 3.4, on peut donc trouver un e´le´ment nilpotent distingue´ dans l’alge`bre
de Lie du radical unipotent de P ′J1 , tel que, pour un certain sl2-triplet pour N , s
soit un e´le´ment du tore de rang 1 de G′ de´duit de ce triplet. Comme G et G′ ont
meˆme rang et qu’aucune racine α de Σ\Σ′ ne peut ve´rifier α(s) = 1, N est distingue´
pour G par 3.2. Il est donc pair. Le re´sultat sur s en suit. ✷
(3.6.2) On garde les notations et hypothe`ses du lemme pre´ce´dent, mais on ne
suppose plus s = sv.
L’ine´galite´ dans 3.5 est en fait une e´galite´. Il existe un e´le´ment nilpotent N
dans l’alge`bre de Lie de G, tel que (s,N) soit une L2-paire.
Preuve de (3.6.2): Soient B et Σ1 comme dans 3.6.1. La composante neutre G
′
du centralisateur de sc dans G est un groupe re´ductif connexe de syste`me de racines
Σ′1 = {α ∈ Σ| α(sc) = 1}. Le groupe B
′ = B ∩ G′ est un sous-groupe de Borel de
G pour lequel s est positif et distingue´. On a α(s) = α(sv) pour tout α ∈ Σ
′
1. On
de´duit de 3.6.1 et de son ine´galite´ (*) que G et G′ ont meˆme rang semi-simple et
que l’ine´galite´ dans 3.5 est en fait une e´galite´. En particulier, le groupe G′/Z(G)
est semi-simple.
Graˆce a` 3.6.1, on peut choisir un e´le´ment nilpotent distingue´ dans l’alge`bre
de Lie de G′ qui ve´rifie Ad(s)N = qN . Il reste a` voir qu’aucun sous-tore non
trivial de G/Z(G) ne peut centraliser simultane´ment s et N . En effet, comme
la de´composition polaire s = svsc est invariant par homomorphismes de groupes
alge´briques, un tel tore S centraliserait sc. Par suite, S ⊂ G
′/C(G). Comme S
centralise e´galement N et que N est distingue´, on en de´duit S = 1. ✷
(3.6.3) Soit (s,N) une L2-paire relative a` q. Alors s est q-distingue´. L’e´le´ment
nilpotent N est de´termine´ par s a` multiplication par un scalaire non nul pre`s.
Preuve: Quitte a` remplacer G par son quotient par le centre, on peut supposer
G semi-simple. Comme (s,N) est une L2-paire, le centralisateur connexe G′ de la
partie compacte de s est semi-simple. En particulier, G est de meˆme rang que G′.
La relation Ad(s)N = qN prouve que N est dans l’alge`bre de Lie de G′. Comme
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(s,N) est une L2-paire, N est un e´le´ment nilpotent distingue´ de l’alge`bre de Lie de
G′. Il est prouve´ dans [L1, exemple 2.4] que sv est un e´le´ment du tore S de rang 1
de´duit d’un certain sl2-triplet pour N dans l’alge`bre de Lie de G
′. Il en re´sulte que
s est q-distingue´.
Choisissons un tore maximal T de G′ contenant S et un ensemble ∆1 de racines
simples relatives a` T pour lequel s est positif. On de´duit de 3.2 que toute racine α
dans ∆1 ve´rifie α(s) ∈ {1, q} et que le parabolique standard P
′
J , J = {α|α(s) = 1},
est celui associe´ a` N par le the´ore`me de Bala-Carter. Il est donc distingue´. L’unicite´
de N a` multiplication par un scalaire pre`s re´sulte alors de la the´orie des orbites
unipotentes (cf. [Ca, proposition 5.8.5]). ✷
3.7 En conside´rant G comme le dual d’un certain groupe re´ductif connexe de´ploye´
de´fini sur F , on obtient le re´sultat suivant:
Proposition: Soit (s,N) une L2-paire relative a` G. Supposons que s soit un
e´le´ment du groupe de´rive´ de G et que la partie compacte de s dans sa de´composition
polaire soit triviale. Alors il existe un morphisme de groupes alge´briques φ : SL2(C)
→ G qui ve´rifie
φ(
(
q1/2 0
0 q−1/2
)
) = s et φ(
(
1 1
0 1
)
) = exp(N).
Il est admissible et discret et, a` e´quivalence pre`s, uniquement de´termine´ par s.
Preuve: Par 2.5, on peut choisir φ : SL2(C) → G et un e´le´ment semi-simple s1
de G tel que φ(
(
1 1
0 1
)
) = exp(N), φ(
(
q1/2 0
0 q−1/2
)
) = s1 et que z1 := ss
−1
1
commute aux e´le´ments dans l’image de φ. L’e´le´ment s1 appartient ne´cessairement
au groupe de´rive´ de G et la partie compacte dans la de´composition polaire de s1
est triviale, celle-ci e´tant invariante par morphisme de groupes alge´briques. Il en
est donc de meˆme de z1. Il suffit de montrer qu’en fait z1 = 1 sous nos hypothe`ses.
E´crivons N =
∑
αNα, ou` Nα est un e´le´ment de l’alge`bre de Lie de G de poids α.
Notons n le rang semi-simple de G. Comme N est distingue´, il doit y eˆtre n racines
line´airement inde´pendantes α telles que Nα 6= 0. Ces racines ve´rifient α(z1) = 1.
Comme z1 est un e´le´ment du groupe de´rive´ de G dont la partie compacte est trivial,
ceci prouve que z1 = 1.
Le morphisme est discret, puisque (s,N) est une L2-paire, et il est alors imme´diat
qu’il est admissible. L’unicite´ vient de 2.4. ✷
4. On va maintenant introduire les hypothe`ses dont nous aurons besoin. Rap-
pelons que le symbole G de´signe le groupe des points F -rationnels d’un groupe
re´ductif connexe de´fini sur F .
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4.1 Le re´sultat suivant est bien connu. Par manque de re´fe´rence, nous en donnons
une preuve:
Lemme: Soit ψ : WF →
LG un homomorphisme admissible. Alors on peut
e´crire ψ = ψnrψf ou` ψf est un homomorphisme admissible a` image finie et ψnr
un homomorphisme admissible non ramifie´ (donc trivial sur le groupe d’inertie) a`
valeurs dans le centralisateur de l’image de ψ.
Remarque: Le morphisme ψnr devrait eˆtre lie´, par les conjectures locales de
Langlands 1.6, au caracte`re central d’une repre´sentation de G de parame`tre de
Langlands ψ.
Preuve: Le groupe WF est un produit semi-direct du sous-groupe d’inertie
IF avec le sous-groupe cyclique engendre´ par l’automorphisme de Frobe´nius Fr,
WF = IF ⋊ 〈Fr〉. Le groupe IF e´tant compact, ψ(IF ) est fini. (C’est une pro-
prie´te´ bien connue des topologies profinies et complexes.) Il existe donc une ex-
tension de degre´ fini K/F telle que ψ se factorise par IK ⋊ 〈Fr〉. Conside´rons
l’homomorphisme induit ψ : IF /IK ⋊ 〈Fr〉 →
LG. L’automorphisme inte´rieur du
groupe fini ψ(IF /IK) induit par ψ(Fr) est e´videmment d’ordre fini. Il existe donc
un entier k ≥ 1, tel que s = ψ(Frk) centralise ψ(IF /IK). Par suite, il centralise
e´galement l’image de ψ. Comme le nombre de composantes connexes d’un groupe
alge´brique est fini, il existe un entier l tel que sl ∈ Ĝ. Le centralisateur connexe
d’un e´le´ment semi-simple dans un groupe re´ductif connexe e´tant re´ductif, le cen-
tralisateur de sl dans LG est un groupe re´ductif LG1 qui contient l’image de ψ.
Notons D un sous-groupe alge´brique diagonalisable contenu dans le centre de LG1
et contenant sl. On a D = Dd ×Df , ou` Df est un sous-groupe fini et Dd un tore.
Notons m l’ordre de Df . Alors s
lm appartient a` Dd. Il existe donc s1 ∈ Dd tel que
sklm1 = s
lm. L’homomorphisme ψf : IF ⋊ 〈Fr〉 →
LG, (h, Frj) 7→ ψ(h, Frj)s−j1
est bien de´fini, continu et a` image finie. On en de´duit le lemme. ✷
Le re´sultat suivant est crucial pour la suite. Il a de´ja` e´te´ remarque´ dans [K].
Nous pre´sentons ci-dessous une preuve le´ge`rement diffe´rente.
Proposition: Soit ψ : WF × SL2(C) →
LG un homomorphisme admissible.
Alors le centralisateur de ψ(WF ) dans
LG est un groupe re´ductif.
Preuve: Par le lemme, on peut e´crire ψ = ψnrψf . Rappelons que l’on a fixe´
un Frobe´nius Fr dans WF . On a ψf (Fr)
k = 1 pour un certain entier k > 0. Le
centralisateur de ψ(WF ) est donc contenu dans celui du groupe cyclique engendre´
par ψnr(Fr)
k = ψ(Fr)k . Le nombre de composantes connexes de LG e´tant fini, il
existe un entier positif m, tel que ψnr(Fr)
km ∈ Ĝ.
Comme le centralisateur d’un e´le´ment semi-simple dans un groupe re´ductif con-
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nexe est re´ductif, le centralisateur de ψnr(Fr)
km dans LG est un sous-groupe
re´ductif G de LG. Comme ψnr(Fr) est contenu dans G, l’automorphisme inte´rieur
de´fini par ψnr(Fr) induit un automorphisme de G. Il est d’ordre fini. Comme
ψf (WF ) est e´galement contenu dans G, le centralisateur de ψ(WF ) dans
LG est
e´gal au groupe des points fixes des automorphismes inte´rieurs de G de´finis par les
e´le´ments semi-simples ψnr(γ)ψf (γ), γ ∈ WF . Or, par ce qui pre´ce´dait, ces automor-
phismes forment par restriction un sous-groupe fini du groupe des automorphismes
du groupe re´ductif connexe complexe G◦. Il est bien connu (cf. par exemple [PY])
que le groupe des points fixes d’un tel groupe fini d’automorphismes est un groupe
re´ductif. Ceci prouve la proposition. ✷
4.2 Proposition: Soit ψ :WF × SL2(C)→
LG un homomorphisme admissible
et soit LMψ un sous-groupe de Levi minimal de
LG qui contient ψ(WF ). Le tore
maximal T̂ψ contenu dans le centre de
LMψ est un tore maximal du centralisateur
de ψ(WF ) dans
LG.
Preuve: Le tore maximal T̂ψ contenu dans le centre de
LMψ est inclus dans le
centralisateur de ψ(WF ). Il reste a` voir qu’il est maximal. Notons T̂
ψ un tore
maximal du centralisateur de ψ(WF ) qui le contient. Le centralisateur de T̂
ψ dans
LG contient ψ(WF ). Il se projette donc sur Gal(K/F ). Par suite, c’est un sous-
groupe de Levi de LG (cf. [B, 3.5]) qui est ne´cessairement contenu dans LMψ. Par
minimalite´ de LMψ, on a l’e´galite´, d’ou` T̂ψ = T̂
ψ. ✷
4.3 Nous fixons pour la suite de cette section un sous-groupe parabolique stan-
dard P =MU de G.
Nous dirons qu’une repre´sentation irre´ductible cuspidale unitaire (σ,E) de M
ve´rifie l’hypothe`se (LM), si l’assertion suivante est ve´rifie´e.
(LM) On peut associer a` σ un homomorphisme admissible discret ψσ : WF ×
SL2(C) →
LM ayant les proprie´te´s suivantes: tout d’abord on suppose que ψσ
ait e´te´ choisi tel que l’on puisse trouver un sous-groupe de Levi minimal LMσ de
LM qui contienne ψσ(WF ) et sσ := ψσ(
(
q1/2 0
0 q−1/2
)
) et qui soit semi-standard.
Notons LMσ le centralisateur de ψσ(WF ) dans
LG et M̂σ sa composante neutre.
Fixons ensuite une forme inte´rieure G0 de G tel que
LMσ soit un sous-groupe de
Levi admissible pour G0. Notons M0 le sous-groupe de Levi semi-standard de G0
qui correspond a` LM et Mσ celui qui correspond a`
LMσ. Fixons un sous-groupe
parabolique Pσ de Levi Mσ de G0. Notons χλσ l’e´le´ment de X
nr(Mσ) qui correspond
a` sσ := ψσ(
(
q1/2 0
0 q−1/2
)
) par la correspondance de Langlands pour les tores.
(Remarquons que λσ ∈ a
∗
M , puisque la partie compacte de sσ est ne´cessairement
triviale.) Alors on demande de plus que l’on peut choisir G0 tel que les conditions
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suivantes soient ve´rifie´es:
a) il existe une repre´sentation irre´ductible cuspidale unitaire σ0 de Mσ, tel que
iM0Pσ∩M0(σ0 ⊗ χλσ ) posse`de un sous-quotient de carre´ inte´grable π0, de sorte que,
identifiant Xnr(M0) et X
nr(M) par la correspondance de Langlands pour les tores,
π0 et σ ont meˆme fonction µ;
b) pour toute racine re´duite α dans Σ(Pσ), on a la proprie´te´ suivante: remar-
quons que (M̂σ ∩ M̂α)
◦ est e´gal au centralisateur connexe de ψσ(WF ) dans LMα.
Pour que λ 7→ µMσ,α(σ0 ⊗ χλα) ait un poˆle en λ > 0, il faut et il suffit que α(q)
λ
soit un e´le´ment q-distingue´ de (M̂σ ∩ M̂α)
◦ et que ce groupe ne soit pas un tore.
Remarque: (i) Si la restriction de ψσ a` SL2(C) est triviale, alors
LMσ =
LM .
On peut donc choisir G0 = G, σ0 = σ et la condition a) est trivialement ve´rifie´e.
Il reste la condition b): celle-ci est motive´e par le fait qu’une repre´sentation
re´ductible de Mα paraboliquement induite par une repre´sentation cuspidale non
unitaire de M posse`de un unique sous-quotient de carre´ inte´grable.
En effet, si iMαP∩Mα(σ⊗χλα) est re´ductible, λ > 0, cette repre´sentaion posse`de un
unique sous-quotient de carre´ inte´grable, et, notant ψσ le parame`tre de Langlands de
σ, il doit alors exister un homomorphisme admissible discret ψ : WF × SL2(C) →
LMα tel que ψ|WF = ψσ|WF et que ψ(
(
q1/2 0
0 q−1/2
)
) = α(q)λ (comparer avec
5.3). Ceci implique la proprie´te´ b).
Inversement, on de´duit d’un homomorphisme admissible discret ψ :WF×SL2(C)
→ LMα dont la restriction a` WF est donne´e par celle de ψσ une repre´sentation de
carre´ inte´grable de Mα qui doit eˆtre un sous-quotient de i
Mα
P∩Mα(σ ⊗ χλα) pour un
certain nombre re´el λ > 0 (comparer avec 5.4).
(ii) Remarquons que, quitte a` remplacer ψσ par un homomorphisme admissi-
ble qui lui est e´quivalent, on peut toujours trouver un sous-groupe de Levi min-
imal de LM qui contient ψσ(WF ) et qui est semi-standard. Il est alors unique-
ment de´termine´ par ψσ, puisque l’intersection de deux sous-groupes de Levi semi-
standard est contenu dans un sous-groupe de Levi semi-standard propre (de cha-
cun des deux sous-groupes de Levi). Si LMσ est admissible pour G, on peut choisir
G0 = G. Si la restriction de ψσ sur SL2(C) est non triviale, il est suppose´ qu’il existe
une repre´sentation de carre´ inte´grable π0 de M correspondant au meˆme parame`tre
ψσ et que celle-ci peut eˆtre obtenue a` partir d’une repre´sentation cuspidale σ0 de
Mσ comme de´crit ci-dessus. Comme π0 et σ correspondent au meˆme parame`tre
ψσ, leurs fonctions µ sont suppose´es eˆtre e´gales [S, paragraphe 9]. La condition b)
s’explique alors comme dans (i).
(iii) En ge´ne´ral, on peut toujours choisir pour G0 l’unique forme inte´rieure de
G qui est quasi-de´ploye´e sur F : tout sous-groupe de Levi de LG est admissible
pour G0. Par la correspondance de Langlands pour les formes inte´rieures (qui
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n’est connue dans une certaine mesure que pour G0 un groupe line´aire ge´ne´ral),
on associe a` σ une repre´sentation de carre´ inte´grable π0 de M0. Les fonctions µ
de σ et π0 devraient eˆtre e´gales [S, paragraphe 9]. En fait, π0 correspondrait au
meˆme parame`tre ψσ (cette fois pris relatif au groupe M0). Les autres conditions
s’expliquent comme dans (ii) (en partant de π0).
(iv) Il est possible que l’on puisse e´tablir l’hypothe`se ci-dessus dans une certaine
mesure dans le cas ou` la localisation des points de re´ductibilite´ est connue (cf. [S])
ou la de´duire d’autres proprie´te´s conjecturales de ces points de re´ductibilite´ [M],
[Z].
(v) On pourrait penser a` renforcer la condition b) dans l’hypothe`se (LM). De´sig-
nons pour un nombre complexe λ par M̂σ,λα le centralisateur connexe de l’image
de WF par l’application WF →
LMα, γ 7→ α(q)
vF (γ)ℑ(λ)ψσ(γ). Si on remplace
la dernie`re phrase dans la condition b) par ”Pour que λ 7→ µMσ,α(σ0 ⊗ χλα) ait
un poˆle en un nombre complexe λ, il faut et il suffit que α(q)ℜ(λ) soit un e´le´ment
q-distingue´ de M̂σ,λα et que ce groupe ne soit pas un tore”, alors l’hypothe`se (LM)
serait en quelque sorte invariante par torsion par un caracte`re non ramifie´ unitaire,
i.e., si σ ve´rifie (LM), alors, pour tout λ dans a∗M , σ⊗χ√−1λ ve´rifierait e´galement
(LM).
En effet, notant sλ l’e´le´ment de TLM qui correspond a` λ par la correspon-
dance de Langlands pour les tores, on peut prendre comme parame`tre de Lang-
lands de σ ⊗ χ√−1λ l’homomorphisme admissible ψσ,√−1λ :WF × SL2(C)→
LM ,
(γ, h) 7→ (sλ)
√−1vF (γ)ψ(γ, h). Il est imme´diat qu’il a la proprie´te´ demande´e. (Il
faudrait e´ventuellement faire l’hypothe`se supple´mentaire que l’e´galite´ψσ,
√−1λ = ψσ
e´quivaut a` dire que σ et σ⊗χ√−1λ sont isomorphes. Ceci fait partie des conjectures
de Langlands pour les repre´sentations cuspidales.)
4.4 Pour e´tablir des re´sultats d’unicite´ nous aurons besoin de l’hypothe`se suiv-
ante:
(LMU) Soient M1 et M2 deux sous-groupes de Levi semi-standard de G. Si σ1
et σ2 sont des repre´sentations irre´ductibles cuspidales unitaires de M1 et de M2
respectivement qui ve´rifient (LM) et qui sont conjugue´es par un e´le´ment de G,
alors leurs parame`tres de Langlands sont conjugue´s (a` l’inte´rieur de LG) par un
e´le´ment de Ĝ.
Remarque: Si on conjugue le parame`tre de Langlands d’une repre´sentation irre´-
ductible cuspidale unitaire σ de M a` l’inte´rieur de LG par un e´le´ment de Ĝ, on
obtient un homomorphisme admissible relatif a` un autre sous-groupe de Levi semi-
standard M1 de
LG. Cet homomorphisme admissible devrait eˆtre le parame`tre de
Langlands d’une repre´sentation irre´ductible cuspidale unitaire σ1 de M1. Il re´sulte
alors de l’invariance de la fonction µ de Harish-Chandra par conjugaison (cf. [W])
que cette repre´sentation cuspidale σ1 doit e´galement ve´rifier l’hypothe`se (LM).
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4.5 On suppose l’hypothe`se (LM) et on garde les notations pre´ce´dentes. On
de´signera par T̂σ le tore maximal dans le centre de
LMσ. Notons Σσ0 le sous-
ensemble de Σ(AMσ ) forme´ des racines re´duites α tel que µ
Mσ,α(σ0) = 0. Rappelons
que c’est un syste`me de racines [Si2, 3.5].
Proposition: Le syste`me de racines Σσ(T̂σ) de M̂
σ relatif a` T̂σ est isomorphe
a` Σ∨σ0 , sauf e´ventuellement si Σσ0 posse`de des facteurs de type Bn ou Cn. Dans ce
cas, Σσ(T̂σ) se de´compose toujours en facteurs irre´ductibles selon la de´composition
de Σσ0 , mais les facteurs irre´ductibles de Σ
σ(T̂σ) qui correspondent a` des facteurs
de type Bn ou Cn de Σσ0 peuvent aussi bien eˆtre de type Bn que Cn.
Preuve: Les racines de T̂σ dans l’alge`bre de Lie de M̂
σ forment un sous-ensemble
Σ′ de Σ(T̂σ) = Σ(AMσ )
∨. Par la condition b) de l’hypothe`se (LM), une racine
β∨ appartient a` Σ′, si et seulement si β est le multiple d’une racine re´duite α
dans Σ(AMσ ), telle que χ 7→ µ
Mσ,α(σ0 ⊗ χ) ait un poˆle χλ avec λ re´el. Par les
proprie´te´s de la fonction µ de Harish-Chandra (cf. 0.7), ceci e´quivaut a` dire que
µMσ,α(σ0) = 0, i.e. α ∈ Σσ0 .
Le syste`me de racines Σσ(T̂σ) est donc forme´ de multiples de racines dans Σ
∨
σ0 .
En particulier, Σσ(T̂σ) se de´compose en facteurs irre´ductibles selon la de´composition
de Σσ0 . Par ailleurs, la classification des syste`mes de racines irre´ductibles re´duites
[Bo] montre qu’un syste`me de racines irre´ductibles, forme´ de multiples d’un autre
syste`me de racines irre´ductibles, ne peut en diffe´rer en type que si ce dernier syste`me
est de type Bn ou Cn. Et alors ce syste`me de racines ne peut eˆtre que de type Bn
ou Cn. ✷
Corollaire: Pour que l’on ait l’e´galite´ C(M̂σ)◦ = C(LG)◦, il faut et il suffit que
le rang semi-simple de M̂σ soit e´gal au rang parabolique de LMσ. Ce nombre est
une borne maximale pour le rang semi-simple de M̂σ.
Preuve: On a C(M̂σ)◦ = (
⋂
α kerα)
◦, ou` α parcourt les racines de M̂σ relatives
a` T̂σ. Par la proposition ci-dessus et les faits re´sume´s dans 1.4, ce dernier groupe
est e´gal a` TLG, si et seulement si le rang de Σσ0 est e´gal a` rg(T̂σ) − rg(TLG). Ce
nombre est la borne maximale pour le rang de Σσ0 . Ceci prouve le corollaire. ✷
5. Continuons a` fixer jusqu’a` la fin de 5.2 un sous-groupe parabolique standard
P = MU de G. En outre fixons une repre´sentation irre´ductible cuspidale unitaire
(σ,E) de M ve´rifiant l’hypothe`se (LM). On notera ψσ : WF × SL2(C) →
LM
l’homomorphisme admissible associe´ a` (σ,E), et on garde les notations du para-
graphe pre´ce´dent relatives a` ψσ. En particulier, M̂
σ de´signera la composante neutre
du centralisateur de ψσ(WF ) dans
LG, et LMσ le sous-groupe de Levi minimal de
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LM contenant ψσ(WF ) qui est semi-standard. En outre, pour λ ∈ a
∗
M,C, on notera
sλ l’e´le´ment semi-simple de TLM qui lui correspond par la correspondance de Lang-
lands pour les tores (cf. 1.8).
5.1 La proprie´te´ de ψσ dont on aura besoin pour prouver notre the´ore`me prin-
cipal est re´sume´e dans le lemme ci-dessous. On la de´duira de l’hypothe`se (LM).
Lemme: Soit α une racine re´duite dans Σ(P ), λ ∈ R et posons sσ,λα = sσα(q)
λ.
Notons u±α∨ la somme directe des alge`bres de Lie des sous-groupes unipotents de
M̂σ associe´es a` des poids de TLM e´gaux a` un multiple non nul de α
∨. (Cet espace
peut e´ventuellement eˆtre re´duit a` ze´ro.)
Conside´rons Ad(sσ,λα) comme un endomorphisme de u±α∨ . Alors, la diffe´rence
des dimensions des espaces propres associe´s aux valeurs propres q et 1 de Ad(sσ,λα)
(cette dimension e´tant e´gale a` 0, si q resp. 1 n’est pas une valeur propre) est e´gale
a` l’ordre du poˆle de µMα(σ ⊗ χ) en χ = χλα. Plus pre´cise´ment, notant u±α∨,λα(z)
l’espace propre associe´ a` une valeur propre z (et u±α∨,λα(z) = 0, si z n’est pas une
valeur propre), on a
dim(u±α∨,λα(q)) − dim(u±α∨,λα(1)) =


−2, si µMα(σ ⊗ χλα) = 0
1, si σ ⊗ χλα est un poˆle de µ
Mα
0, sinon.
Preuve: Avec les notations de 4.3, on de´duit de l’hypothe`se (LM) et de la
formule du produit pour la fonction µ de Harish-Chandra que
µMα(σ ⊗ χλα)
=µM0,α(π0 ⊗ χλα)
=(µM0,α/µM0)(σ0 ⊗ χλσ ⊗ χλα)
=
∏
β
µMσ,β (σ0 ⊗ χλσ ⊗ χλα),
ou` β parcourt les racines re´duites dans Σ(Pσ) de restriction a`AM e´gale a` un multiple
de α.
Notons Σσ(T̂σ) le syste`me de racines de M̂
σ relatif au tore maximal T̂σ dans le
centre de M̂σ. La condition b) de l’hypothe`se (LM) et les propositions 4.2 et 4.5 (y
inclus la preuve de 4.5) impliquent que µMσ,β (σ0⊗χλσ ⊗χ) a un poˆle en χ = χλα,
si et seulement si β ∈ Σσ0 et si toute racine γ dans Σ
σ(T̂σ) qui est un multiple de
β∨ ve´rifie γ(sσ,λ) ∈ {q−1, q}. Les poˆles de µ relatifs a` une repre´sentation cuspidale
sont ne´cessairement d’ordre 1 (cf. 0.7). Il re´sulte par ailleurs des proprie´te´s de la
fonction µ que µMσ,β (σ0⊗χλσ⊗χλα) = 0, si et seulement si ℜ(〈β
∨, λσ+λα〉) = 0 (ce
qui e´quivaut a` |β∨(sσ,λα)| = 1), et si µMσ,β (σ0⊗χλσ ⊗χ) a un poˆle en χ = χλα+λ′β
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pour un certain re´el λ′ > 0. Ceci e´quivaut par ce qui pre´ce´dait a` dire que β ∈ Σσ0
et que γ(sσ,λ) = 1 pour toute racine γ dans Σ
σ(T̂σ) qui est un multiple de β
∨. Les
ze´ros de la fonction µ relatifs a` une repre´sentation cuspidale sont ne´cessairement
d’ordre 2 (cf. 0.7). ✷
5.2 Proposition: Soit λ ∈ aG∗M . Pour que σ ⊗ χλ soit un poˆle de la fonction µ
de Harish-Chandra d’ordre e´gal au rang parabolique de M , il faut et il suffit que le
rang semi-simple de M̂σ soit e´gal au rang parabolique de LMσ et que sσ,λ = sσsλ
soit q-distingue´ dans M̂σ.
Preuve: Remarquons d’abord que le centralisateur connexe de ψσ(WF ) dans
LM
est e´gal a` (M̂ ∩ M̂σ)◦. Par 4.2, le tore maximal T̂σ contenu dans le centre de LMσ
est un tore maximal de M̂σ.
Notons u
M̂σ ,± (resp. uM̂σ∩M̂,±) le sous-espace vectoriel de l’alge`bre de Lie de
M̂σ (resp. (M̂σ∩M̂)◦) engendre´ par les e´le´ments nilpotents. Conside´rons Ad(sσ,λ)
comme endomorphisme de ces espaces vectoriels. Notons u.(q) et u.(1) respective-
ment les espaces propres associe´s aux valeurs propres q et 1 (ces espaces e´tant e´gaux
a` 0, si q resp. 1 n’est pas une valeur propre). Remarquons que sσ,λ est q-distingue´
dans M̂σ, si et seulement si dim(u
M̂σ ,±(q))− dim(uM̂σ ,±(1)) = rgss(M̂
σ).
Tenant compte de l’ine´galite´ rgss(M̂
σ) ≤ rgss(
LG) − rgss(
LMσ) (cf. 4.5) et de
la remarque dans 3.5, tout revient a` montrer que
(5-2-1) dim(u
M̂σ ,±(q))− dim(uM̂σ ,±(1)) = rgss(
LG)− rgss(
LMσ)
e´quivaut a`
(5-2-2) ordσ⊗χλ µ = rgss(G)− rgss(M).
Avec les notations de 5.1, on a
(5-2-3) u
M̂σ ,± = uM̂σ∩M̂,± ⊕
⊕
α∨
u±α,
ou` α∨ parcourt les racines re´duites dans Σ(P ).
On de´duit du lemme 5.1 et de la formule du produit pour la fonction µ que
(5-2-4)
∑
α∨
(dim(u±α(q))− dim(u±α(1))) = ordσ⊗χλ µ.
Supposons d’abord M̂σ = M̂ , ce qui implique que le rang parabolique de
LMσ
est e´gal a` celui de M (cf. 1.4). On a u
M̂σ∩M̂,± = 0, et on de´duit de (5-2-3) et
(5-2-4) que
dim(u
M̂σ ,±(q))− dim(uM̂σ ,±(1)) = ordσ⊗χλ µ.
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L’e´quivalence de (5-2-1) et de (5-2-2) est alors imme´diate.
Supposons maintenant M̂σ 6= M̂ . Par l’hypothe`se (LM), il existe une forme
inte´rieure G0 de G, des sous-groupes de Levi semi-standardMσ etM0 de G0,Mσ ⊆
M0, tels queM0 etMσ correspondent respectivement aux sous-groupes de Levi
LM
et LMσ de
LG, ainsi qu’une repre´sentation cuspidale σ0 de M0 et λσ ∈ a
M0∗
Mσ
, tels
que, identifiant Xnr(M0) et X
nr(M) par la correspondance de Langlands pour les
tores, on ait (µ/µM0)(σ⊗χλσ ⊗χ) = µ(σ⊗χ) pour tout χ ∈X
nr(M). Par ailleurs,
fixant un sous-groupe parabolique Pσ deG0 de facteur de LeviMσ, i
M0
Pσ∩M0(σ0⊗χλσ )
posse`de un sous-quotient de carre´ inte´grable et donc, par le re´sultat principal de
[H2] rappele´ en 0.7, µM0 a un poˆle d’ordre rgss(M0) − rgss(Mσ) en σ0 ⊗ χλσ . De
plus, le parame`tre de Langlands de σ0 est donne´ par l’homomorphisme admissible
WF →
LMσ, γ 7→ ψσ(γ, 1), et il ve´rifie l’hypothe`se (LM).
Le cas traite´ ci-dessus, applique´ a` M0, σ0 et λσ, nous montre que
(5-2-5) dim(u
M̂σ∩M,±(q))− dim(uM̂σ∩M,±(1)) = rgss(
LM)− rgss(
LMσ).
En addition (5-2-5) et (5-2-4) et en utilisant (5-2-3), on trouve que le coˆte´ gauche de
(5-2-1) vaut rgss(
LM)− rgss(
LMσ) + ordσ⊗χλ µ. L’e´quivalence de (5-2-1) et de (5-
2-2) est alors une conse´quence de la proposition dans 1.4 et de l’e´galite´ e´le´mentaire
rgss(
LG)− rgss(
LMσ) = (rgss(
LG)− rgss(
LM)) + (rgss(
LM)− rgss(
LMσ))
✷
5.3 Soit π une repre´sentation de carre´ inte´grable de G. Il existe alors un sous-
groupe parabolique semi-standard P = MU de G, une repre´sentation irre´ductible
cuspidale unitaire σ de M et λ ∈ a∗M , λG = 0, tel que π soit un sous-quotient de
iGP (σ⊗χλ). Par le re´sultat principal de [H2, 8.2] rappele´ en 0.7, σ⊗χλ est un poˆle
de la fonction µ de Harish-Chandra d’ordre e´gal au rang parabolique de M .
Supposons que σ ve´rifie l’hypothe`se (LM). On sait donc lui associer un para-
me`tre de Langlands ψσ : WF × SL2(C) →
LM avec les proprie´te´s e´nonce´es dans
(LM). Alors, par 5.2, le rang semi-simple de M̂σ est e´gal au rang parabolique de
LMσ, et sσ,λ := sσsλ est un e´le´ment q-distingue´ du centralisateur connexe M̂
σ de
ψσ(WF ) dans
LG. Il doit donc eˆtre contenu dans le groupe de´rive´ de M̂σ. La partie
compacte dans la de´composition polaire de sσ,λ est triviale, puisque il en est ainsi
pour sσ et sλ. Choisissons a` l’aide de 3.6 un e´le´ment nilpotent Nσ,λ de l’alge`bre
de Lie de M̂σ tel que (sσ,λ, Nσ,λ) soit une L
2-paire dans M̂σ.
Comme remarque´ dans 3.7, on peut en de´duire un homomorphisme admissi-
ble et discret φσ,λ : SL2(C) → M̂
σ, ve´rifiant φσ,λ(
(
1 1
0 1
)
) = exp(Nλ,σ) et
φσ,λ(
(
q1/2 0
0 q−1/2
)
) = sσ,λ.
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On pose
ψpi(γ, h) = ψσ(γ, 1)φσ,λ(h).
The´ore`me: L’application ψpi : WF × SL2(C) →
LG, (γ, h) 7→ ψpi(γ, h), ci-
dessus est bien de´finie. C’est un homomorphisme admissible et discret. Si on admet
de plus l’hypothe`se (LMU) de 4.4, alors ψpi est, a` conjugaison pre`s, uniquement
de´termine´ par π.
Preuve: L’application ψpi est e´videmment bien de´finie. Montrons que son image
n’est contenue dans aucun sous-groupe de Levi propre de LG. Le centralisateur
de l’image de ψpi est e´gal a` l’intersection du centralisateur de ψσ(WF ) et de celui
de l’image de φσ,λ. Par conse´quence, tout tore de
LG qui centralise l’image de ψpi
doit eˆtre contenu dans M̂σ et centraliser l’image de φσ,λ. Or, comme remarque´
ci-dessus, φσ,λ est discret. Un tel tore doit donc eˆtre inclus dans le centre de M̂
σ.
Mais, par le corollaire de 4.5, comme le rang semi-simple de M̂σ est e´gal au rang
parabolique de LMσ, ceci implique qu’il est inclus dans le centre de
LG. Il ne peut
donc y avoir de sous-groupe de Levi propre de LG qui contient l’image de ψpi.
Ceci prouve que ψpi est discret, et, en particulier, que la proprie´te´ (v) dans la
de´finition 1.5 d’un homomorphisme admissible est ve´rifie´e. Les autres proprie´te´s
de cette de´finition sont imme´diates.
Quant a` l’unicite´, on sait par la the´orie des repre´sentations des groupes p-adiques
que le triplet (σ,M, λ) est, a` conjugaison par un e´le´ment de G pre`s, uniquement
de´termine´ par π. Soit (σ′,M ′, λ′) un autre triplet qui lui est conjugue´ par un
e´le´ment deG. Alors le parame`tre de Langlands ψσ′ de σ
′ est par l’hypothe`se (LMU)
conjugue´ a` ψσ par un e´le´ment de Ĝ. On peut modifier cet e´le´ment convenablement,
pour qu’il conjugue e´galement sλ et sλ′ ainsi que exp(Nσ,λ) et exp(Nσ′,λ′), puisque
ces e´le´ments sont contenus dans le centralisateur de ψσ(WF ) et de ψσ′(WF ) respec-
tivement. Il est alors imme´diat que l’homomorphisme admissible discret que l’on
de´duit de (σ′,M ′, λ′) par le proce´de´ ci-dessus est e´quivalent a` ψpi. ✷
5.4 Pour montrer la re´ciproque de 5.3, i.e. que tout homomorphisme ad-
missible discret provient d’une repre´sentation de carre´ inte´grable de G comme
de´crit dans 5.3, nous avons besoin de l’hypothe`se supple´mentaire suivante qui car-
acte´rise les homomorphismes admissibles correspondant a` des L-paquets forme´s de
repre´sentations cuspidales. Cette hypothe`se sera justifie´e poste´rieurement (voir la
remarque ci-dessous).
(LC) Soit M un sous-groupe de Levi semi-standard de G et soit ψ : WF ×
SL2(C)→
LM un homomorphisme admissible discret. Supposons que LM soit un
sous-groupe de Levi admissible minimal de LG tel que ψ(WF ) soit contenu dans
LM
et que ψ(1,
(
q1/2 0
0 q−1/2
)
) soit un e´le´ment q-distingue´ du centralisateur connexe
24 VOLKER HEIERMANN
de ψ(WF ) dans
LM .
Alors, il existe une repre´sentation irre´ductible cuspidale unitaire σ de M telle
que ψ soit le parame`tre de Langlands de σ et que σ et ψ ve´rifient (LM) et (LMU).
Nous avons alors
The´ore`me: Supposons l’hypothe`se (LC) ve´rifie´e pour tout sous-groupe de Levi
semi-standard de G. Alors, tout homomorphisme admissible discret ψ : WF ×
SL2(C)→
LG est e´quivalent a` un homomorphisme admissible ψpi pour une certaine
repre´sentation de carre´ inte´grable π de G.
Preuve: Comme ψ est discret, TLG doit eˆtre le tore maximal contenu dans le
centre du centralisateur connexe M̂ψ de ψ(WF ). On de´duit alors de 4.2 que le rang
semi-simple de M̂ψ est e´gal au rang parabolique d’un sous-groupe de Levi minimal
LMψ de
LG qui contient ψ(WF ). Choisissons un sous-groupe de Levi admissible
minimal LM de LG qui contient ψ(WF ) et qui est tel que s := ψ(1,
(
q1/2 0
0 q−1/2
)
)
soit un e´le´ment q-distingue´ du centralisateur connexe de ψ(WF ) dans
LM . (Si LMψ
est admissible, alors on peut e´videmment poser LM = LMψ, tout e´le´ment d’un
tore complexe e´tant trivialement q-distingue´.)
Quitte a` conjuguer ψ, on peut choisir LM tel que LM ⊇ LMψ ⊇
LT et que s
soit contenu dans le tore maximal T̂ψ contenu dans le centre de
LMψ. Notons M le
sous-groupe de Levi semi-standard de G qui correspond a` LM . On a de´ja` remarque´
que la partie compacte de s dans la de´composition polaire doit eˆtre triviale. On
peut donc e´crire s = sMs
M avec sM ∈ TLM et s
M ∈ T̂ψ∩M̂
der tel que χ(sM ) = χ(s)
pour tout caracte`re alge´brique LM → C×. Par choix de M , l’e´le´ment sM est q-
distingue´ dans (M̂ψ∩ LM)◦. Le rang semi-simple de (M̂ψ∩ LM)◦ est e´gal au rang
parabolique de LMσ relatif a`
LM , puisque LM est semi-standard et que le rang
semi-simple de M̂ψ est e´gal au rang parabolique de LMψ relatif a`
LG. On conclut
que sM est contenu dans le groupe de´rive´ de M̂ψ.
Comme dans 5.3 (sans de´tour par un e´le´ment λ de l’alge`bre de Lie de TLM ), on en
de´duit un morphisme admissible discret WF × SL2(C)→
LM qui, par l’hypothe`se
(LC), est le parame`tre de Langlands d’une repre´sentation irre´ductible cuspidale
unitaire σ deM . Notons ce morphisme admissible ψσ. En particulier, la restriction
de ψσ a`WF est donne´e par celle de ψ, et on a l’e´galite´ ψσ(1,
(
q1/2 0
0 q−1/2
)
) = sM .
Notons λ l’e´le´ment de a∗M qui correspond a` sM par la correspondance de Langlands
pour les tores.
Comme σ et ψσ ve´rifient par hypothe`se l’hypothe`se (LM) et que s est q-distingue´
dans M̂ψ, on de´duit de la proposition 5.2 que σ ⊗ χλ est un poˆle de la fonction µ
de Harish-Chandra d’ordre e´gal au rang parabolique de M . Il suit alors du re´sultat
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principal de [H2] rappele´ en 0.7 que iGP (σ ⊗ χλ) posse`de un sous-quotient de carre´
inte´grable π. Quitte a` choisir un e´le´ment nilpotent convenable dans la construction
de ψpi dans 5.3, on obtient bien ψ = ψpi. ✷
Remarque: (i) Le the´ore`me justifie poste´rieurement l’hypothe`se (LC): en effet,
les homomorphismes admissibles discrets qui y sont caracte´rise´s sont ceux qui ne
peuvent pas correspondre a` une repre´sentation de carre´ inte´grable obtenue par
induction parabolique. Ces parame`tres doivent donc correspondre a` des repre´senta-
tions cuspidales.
Remarquons qu’il existe bien des cas ou` ψ(1,
(
q1/2 0
0 q−1/2
)
) n’est pas q-distin-
gue´ relatif au sous-groupe de Levi admissible minimal qui contient ψ(WF ) (par ex.
ψ(WF ) = {1} et G un certain groupe non quasi-de´ploye´ de type Bn).
(ii) Si on veut de plus que le L-paquet de π soit uniquement de´termine´ par ψ, il
faut ajouter l’hypothe`se suivante:
(LCU) (a) Soit ψ :WF ×SL2(C)→
LM un homomorphisme admissible discret.
Alors deux sous-groupes de Levi admissibles LM1 et
LM2 de
LG qui sont minimaux
pour la proprie´te´ qu’ils contiennent ψ(WF ) et que sψ := ψ(1,
(
q1/2 0
0 q−1/2
)
) soit
q-distingue´ dans le centralisateur connexe de ψ(WF ) dans
LM1 (resp.
LM2) sont
conjugue´s par un e´le´ment de Ĝ qui centralise ψ(WF ) et sψ.
(b) Supposons que M et M ′ soient deux sous-groupes de Levi semi-standard de
G et que ψ : WF × SL2(C) →
LM , ψ′ : WF × SL2(C) → LM ′ soient deux
homomorphismes admissibles qui sont conjugue´s par un e´le´ment de Ĝ. Alors, si ψ
est le parame´tre de Langlands d’une repre´sentation irre´ductible cuspidale unitaire σ
de M et que les proprie´te´s (LM) et (LMU) sont ve´rifie´es, alors ψ′ est le parame´tre
de Langlands d’une repre´sentation irre´ductible cuspidale unitaire σ′ de M ′ et σ et
σ′ sont conjugue´s par un e´le´ment de G. En particulier, les proprie´te´s (LM) et
(LMU) sont ve´rifie´es relatives a` σ′.
La partie a) de l’hypothe`se (LCU) devrait se laisser ve´rifier a` la main (il faut
comparer les diagrammes des paraboliques distingue´s avec ceux des syste`mes de
racines des groupe re´ductifs non quasi-de´ploye´s), mais nous avons effectue´ cette
ve´rification seulement dans des cas particuliers, repoussant le cas ge´ne´ral a` un
autre moment.
5.5 Admettons toutes nos hypothe`ses ((LM), (LMU), (LC) et (LCU)(i),(ii))
et terminons en de´crivant sommairement un proce´de´ qui associe a` tout homo-
morphisme admissible WF × SL2(C) →
LG (le L-paquet d’) une repre´sentation
irre´ductible lisse de G, ainsi qu’un proce´de´ inverse associant a` toute repre´sentation
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irre´ductible lisse de G un homomorphisme admissible WF × SL2(C)→
LG.
Notons LM ′ un sous-groupe de Levi minimal de LG contenant l’image de ψ.
Il est uniquement de´termine´ a` conjugaison pre`s par un e´le´ment du centralisa-
teur de ψ(WF × SL2(C)) (cf. [B, 3.6]). Quitte a` remplacer ψ par un homomor-
phisme admissible qui lui est e´quivalent, on peut supposer LM ′ semi-standard.
L’homomorphisme ψM
′
: WF × SL2(C) →
LM ′, obtenu par restriction a` droite
de ψ se de´compose en un produit ψM ′,nrψ
M ′
rc , ou` ψ
M ′
rc : WF × SL2(C)→
LM ′ est
discret et ou` ψM ′,nr :WF × SL2(C)→
LM ′ est trivial sur SL2(C), non ramifie´ sur
WF et a` image dans le groupe des e´le´ments semi-simples hyperboliques de la com-
posante neutre du centre de LM ′ (ceci re´sulte de 4.1, en utilisant la de´composition
polaire d’un e´le´ment semi-simple).
Par 5.4 et (LMU), ψM
′
rc est e´gal a` un homomorphisme ψ
M ′
τ0 associe´ a` une
repre´sentation irre´ductible de carre´ inte´grable τ0 de M
′.
Notons λM ′ un e´le´ment de a
∗
M ′ tel que χλM′ corresponde a` ψM ′,nr(Fr) par la
correspondance de Langlands pour les tores et M ′′ le sous-groupe de Levi semi-
standard de G qui contient M ′ et qui est engendre´ par les racines α dans Σ(AM ′ )
qui ve´rifient 〈α∨,ℜ(λM ′ )〉 = 0. Notons λM ′ = λM
′′
M ′ ⊕ λM ′′ la de´composition de
λM ′ selon la de´composition a
∗
M ′ = a
M ′′∗
M ′ ⊕ a
∗
M ′′ . Il existe un sous-groupe para-
blique P ′′ de G de facteur de Levi M ′′ tel que λM ′′ >P ′′ 0. Choisissons un sous-
groupe parabolique P ′ de M ′′ de facteur de Levi M ′. La repre´sentation induite
iM
′′
P ′ τ0 est une somme directe de repre´sentations tempe´re´es. Choisissons-en une
sous-repre´sentation irre´ductible τ .
On de´finit alors πψ comme e´tant la repre´sentation irre´ductible lisse de´duite de
P ′′, τ, λM ′′ par la classification de Langlands. Le L-paquet de πψ est par construc-
tion uniquement de´termine´ par ψ.
De´crivons le proce´de´ inverse de celui de´crit ci-dessus, en admettant toutes nos
hypothe`ses: soit π une repre´sentation irre´ductible lisse de G. Par la classifica-
tion de Langlands, celle-ci est associe´e a` un sous-groupe parabolique semi-standard
P ′′ = M ′′U ′′ de G, une repre´sentation tempe´re´e τ de M ′′ et un e´le´ment λM ′′
de a∗M ′′ qui est strictement positif dans la chambre de Weyl associe´e a` P
′′. Ces
donne´es sont uniquement de´termine´es a` conjugaison pre`s. On peut trouver un
sous-groupe parabolique semi-standard P ′ =M ′U ′ de M ′′ et une repre´sentation de
carre´ inte´grable τ0 deM
′ tels que τ soit une sous-repre´sentation de iM
′′
P ′ τ0. Par 5.3,
on de´duit de τ0 un homomorphisme admissible discret ψ
M ′
τ0 :WF ×SL2(C)→
LM ′.
Notons sM ′′ l’e´le´ment semi-simple dans C(
LM ′′)◦ qui correspond a` λM ′′ par la cor-
respondance de Langlands pour les tores. Alors on de´finit ψpi :WF ×SL2(C)→
LG
par (γ, h) 7→ s
vF (γ)
M ′′ ψ
M ′
τ0 (γ, h).
Le re´sultat suivant est une conse´quence imme´diate des constructions:
The´ore`me: Pour tout homomorphisme admissible ψ : WF × SL2(C) →
LG,
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ψpiψ est e´quivalent a` ψ. Inversement, pour toute repre´sentation irre´ductible lisse π
de G, πψpi appartient au meˆme L-paquet que π. ✷
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